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Bajtokomputer

Dany jest cigg n liczb calkowitych x1,x2,...,xy 0 wartosciach ze zbioru {—1,0,1}. Bajto-
komputer to urzgdzenie, ktore umozliwia wykonywanie tylko jednego rodzaju operacji na tym
ciggu: zwiekszenia wartosci x;41 0 wartos$é x;, dla dowolnego 1 < ¢ < n. Liczby calkowite,
jakie moze pamietaé bajtokomputer, nie sq ograniczone. W szczegolnosci elementy przetwa-
rzanego ciggu mogq przybieraé dowolnie duze wartosci.

Zaprogramuj bajtokomputer, aby za pomocg minimalnej liczby operacyi przeksztatcit dany
cigg w cigg niemalejgcy, czyli taki, Ze x1 < x9 < ... < Xp.

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejscia zawiera jedng liczbe calkowitgn (1 < n < 1000 000),
oznaczajgceq liczbe elementow w danym ciggu. Drugi wiersz zawiera n liczb catkowitych
1,22,...,%n (v; € {—1,0,1}) stanowigcych kolejne elementy danego ciggu, pooddzielane
pojedynczymi odstepami.

W testach wartych lgcznie 24 % punktéw zachodzi dodatkowy warunekn < 500, a w testach
wartych lgcznie 48% punktéw zachodzi n < 10 000.

Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz standardowego wyj$cia powinien zawieraé jednq liczbe catkowitq,
rowng minimalnej liczbie operacyi, ktore musi wykonac bajtokomputer, aby przeksztalcié dany
cigg w cigg niemalejgcy, lub jedno stowo BRAK, gdy otrzymanie takiego ciggu nie jest moZliwe.

Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
6 3

-110-101

Wyjasnienie do przykltadu: Za pomocqg trzech operacji bajtokomputer moze uzyskaé cigg
—1,-1,—1,—1, 0, 1.

Testy ,,ocen”:
Qocen: n = 6, maly test z odpowiedzig BRAK;
locen: n = 6, maly test z odpowiedziq 4 ;

2ocen: n = 500, wszystkie elementy ciggu rowne 1;
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3ocen: n = 10000, r] = T2 = ... = T9000 — —Z, r9001 = ... = 9900 — ],
9901 = ... = 210000 = 0;
docen: n = 1000000, x1 = x9 = ... = x999997 = —1, Tg999998 = I, 999999 = 1
© 21000000 = —1.
Rozwigzanie
Tre$¢ zadania mozna wyrazi¢ catkiem zwiezle: majac dany ciag z1,x2,..., 2, 0 war-

tosciach w zbiorze {—1,0,1}, chcemy przeksztalcié¢ go w ciag niemalejacy za pomoca
minimalnej liczby operacji x;41 := ;11 + x;. Dla jasnosci, wartosci w poczatkowym
ciggu bedziemy oznacza¢ przez T1,Zo,...,Tn.

Za chwile udowodnimy, ze w trakcie przeksztalcania ciggu optaca sie tworzy¢ tylko
wartosci x; € {—1,0,1}. Ponadto wszystkie operacje moga by¢ wykonywane od lewej
do prawej.

Scisty dowéd nie jest prosty. Czytelnik niepotrzebujacy dowodu moze pominaé
ponizszy rozdzial i od razu przejs¢ do opisu implementacji.

Dowdod

Oznaczmy przez o; operacje x; := x;+z;—1. Niech O bedzie pewna optymalna (tj. naj-
krétsza) sekwencja operacji, ktora przeksztalca poczatkowy ciag wartosci w ciag nie-
malejacy. Po wykonaniu operacji z O, konicowy ciag mozna podzieli¢ na trzy (by¢
moze puste) bloki:

e blok ujemny — pierwszy blok z lewej, zawierajacy liczby ujemne,
e blok zerowy — Srodkowy blok, zawierajacy same zera,

e blok dodatni — ostatni blok, zawierajacy liczby dodatnie.

Blok dodatni

Na poczatek przeanalizujemy, jak moze wygladaé¢ sekwencja operacji, ktora doprowa-
dzita do powstania bloku dodatniego (o ile jest on niepusty). Zalézmy, ze w sekwen-
cji O operacja o, jest wykonywana k razy. Mozemy przeksztalci¢ sekwencje O tak,
zeby te k operacji byto wykonywanych w momencie, gdy z,,—1 jest najwieksze. Wtedy
na koncu ostatni wyraz ciaggu bedzie nie mniejszy niz poprzednio.

Zal6zmy teraz, ze blok dodatni ma co najmniej dwa wyrazy i ze ktéoras opera-
cja op,—1 w sekwencji O zmniejsza wartos¢ x,,_1. Zobaczmy, co sie stanie, jesli zamiast
tej operacji dolozymy jedna operacje typu o, (tak jak poprzednio, gdy x,_1 jest
najwieksze).

Oznaczmy przez m,,_; maksymalng warto$¢ x, 1 w tym zmodyfikowanym ciagu.
Mamy wiec teraz k 4 1 operacji typu o,,.

e Jesli k> 1, to m,_1 > 11 na koncu dostajemy:

Tp=(Fk+1) mp1+Tp=22 mp_1—12mp_1 = 2,_1.
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e Jedli k = 0, to wiemy, ze Z,, = 1. Skoro operacja zmniejszajaca wartosé¢ ,_1
byta w ktérym$ momencie potrzebna, to znaczy, ze bez niej byloby na kornicu
Tn—1 > 1 (inaczej sekwencja O nie bylaby najkrotsza), czyli takze m,_; > 1.
Zamieniajac ja na operacje o, w najdogodniejszym momencie, dostajemy

Tp=14+mMp_1>Tp_1.

Wobec tego mozemy przeksztaltci¢ sekwencje O takze tak, zeby nigdy nie zmniej-
szalta x,,_1 1 zeby wykonywala operacje o,, tylko jak z,,_1 jest maksymalne. Ale to z ko-
lei oznacza, ze mozna wykonaé wszystkie operacje o,, po wszystkich operacjach o,, 1.
Rozumujac indukcyjnie, mozna dzieki temu pokazac¢, ze na calym bloku dodatnim
mozemy wykonywac¢ operacje od lewej do prawej, nie tracac na optymalnosci.

Zalézmy, ze na pierwszej pozycji j w bloku dodatnim mamy #; < 1. Wobec tego
w ktéryms$ momencie ;1 musiato by¢ dodatnie (zeby z; stalo si¢ dodatnie), a potem
musiato sta¢ sie¢ niedodatnie. Mozemy przeprowadzi¢ podobne rozumowanie jak wyzej
i zamieni¢ operacje tak, zeby po tym, jak z;_; bylo dodatnie, juz go nie zmniejszac,
a w zamian za to zwieksza¢ x; i w konsekwencji rozszerzy¢ nasz blok. Stad wynika, ze
jesli blok dodatni zaczyna sie wartoscig mniejsza niz 1, to mozna go zawsze rozszerzyc
w lewo, nie powigkszajac dtugosci ciagu operacji.

Zastanéwmy sie teraz, ile co najmniej operacji trzeba wykonac, zeby blok dodatni
stal si¢ niemalejacy, przy zalozeniu, ze operacje wykonujemy od lewej do prawej
i tylko zwiekszamy wartosci wyrazow ciagu. Kazdy wyraz &; = 0 musi by¢ zwigkszony
co najmniej raz, bo zwiekszamy go tylko o ostateczna warto$¢ wyrazu x;_1. Podobnie,
kazdy wyraz ; = —1 musi by¢ zwiekszony co najmniej dwa razy. Zauwazmy, ze
mozemy, idac od lewej do prawej, kazdy wyraz ciagu poczatkowo rowny 0 zwickszy¢
raz, a kazdy wyraz poczatkowo rowny —1 dokladnie dwa razy. Dzigki temu zamienimy
wszystkie wyrazy bloku na jedynki.

Ostatecznie oznacza to tyle, ze jako dodatnie bloki mozemy rozwazaé sufiksy
ciggu poczatkowego rozpoczynajace sie jedynka i optymalnie jest zamieniaé¢ kolejno
wszystko w takim bloku na 1 (od lewej do prawej).

Blok ujemny

Poniewaz Zadna operacja nie zmienia wartosci pierwszego wyrazu ciagu, zatem blok
ujemny (jesli jest niepusty) musi poczatkowo zaczynaé sie od &7 = —1, a na korncu
mie¢ wszystkie wyrazy réwne —1.

Rozwazmy pewna optymalna sekwencje operacji, ktéra do tego prowadzi. Za-
uwazmy, ze aby ostatecznie wyraz z; = 0 zawieral —1, trzeba co najmniej raz wykonac
operacje o;. Jesli natomiast ; = 1, to albo potrzebujemy co najmniej dwéch opera-
cji 0; (gdy x;—1 = —1 w momencie wykonania tej operacji), albo co najmniej jednej
operacji zmniejszajacej z; (o co najmniej 2) i co najmniej jednej operacji zwigksza-
jacej x;—1. W obu przypadkach potrzebujemy zatem co najmniej dwoch operacji na
jedynke.

Zupetnie podobnie jak wczesniej w przypadku bloku dodatniego, mozemy osiagnac
to dolne oszacowanie na liczbe operacji, idac od lewej do prawej i zamieniajac wszystko
na —1, wykonujac po jednej operacji dla kazdego 0 i po dwie dla kazdej 1.
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Blok zerowy

Przyjmijmy, ze po optymalnym ciggu operacji dostajemy blok x,, xp41,. .., Tpy1 z ze-
rami, ktéry poczatkowo nie byl tej postaci. Zauwazmy, ze jesli £, = —1, to réwnie
dobrze mogliby$émy (z zerowym kosztem) rozszerzy¢ w prawo blok ujemny. Zalézmy
zatem, ze £, > 0, po ktérym nastepowalo doktadnie k zer. Jesli k # [, to mamy
Tpr1 = ... = Tprr = 01 Tpyp+1 # 0. Aby wyzerowaé wyraz Zpypy1, W ktoryms
momencie kazdy z wyrazéw Z,,r—;, musial sta¢ si¢ tego samego znaku co Zpyxi1
(dla ¢ nieparzystego) lub przeciwnego znaku do Z,1x4+1 (dla i parzystego), po czym
z powrotem stac si¢ zerem. Zatem potrzebujemy co najmniej 2k + 1 + 2, operacji na
wyzerowanie wyrazow Tp, ..., Tp4+k+1. Co wiecej, blok ujemny nie moze by¢ w takim
wypadku pusty, zatem zakladamy, ze x,_1 = —1. Zauwazmy jednak, ze wystarczy
nam k + 1 + 2, operacji na rozszerzenie bloku ujemnego w prawo o k + 1 wyrazéow
oraz dodatkowa operacja na wyzerowanie Tp{x41, jesli Lpyp1 = 1. Jesli wiec k > 1,
to oplaca nam sie¢ rozszerzy¢ blok ujemny (dla & = 0 latwo sprawdzié, ze to réwniez
jest prawda).

Ostatecznie zatem, istnieje optymalne rozwiazanie, w ktérym blok zerowy zajmuje
przestrzen, na ktorej pierwotnie byly same zera, ewentualnie z jedna jedynka na
poczatku (przy czym ten drugi przypadek moze mie¢ miejsce jedynie, gdy blok ujemny
jest niepusty).

Implementacja

W poprzednim rozdziale udowodnili$émy, ze wystarczy rozwazaé¢ koncowe ciagi, ktore
skladaja si¢ z trzech blokéw zawierajacych wartosci —1, 0 i 1. Oznaczmy te bloki
literami A, B i C. Kazdy z tych blokéw moze by¢ pusty. UdowodniliSmy ponadto, ze
blok B musi poczatkowo sktadac¢ sie z samych zer, ewentualnie poprzedzonych jedna
jedynka (ale w tym drugim przypadku blok A musi by¢é niepusty). Natomiast blok C
(o ile jest niepusty) musi poczatkowo rozpoczynaé sie jedynka, a blok A (o ile jest
niepusty) musi rozpoczynaé si¢ wartoscia —1 (rys. 1).

Rozwigzanie wzorcowe

Rozwiazanie wzorcowe bedzie przebiega¢ nastepujaco. Rozwazamy wszystkie mozliwe
dtugosci pierwszego bloku. Dla tak ustalonego bloku A znajdujemy najdtuzszy blok B,
rozpatrujac dwa przypadki (gdy B zaczyna sie od 0 i od 1). Dzieki temu znamy tez

el )

1 -1-1-10 0 0 0 1 1 1 1

A B C
Rys. 1:  Poczatkowy i koncowy wyglad ciagu w podziale na bloki.
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dtugosé bloku C'. Jesli bloki A, B i C' sa poprawne, wyznaczamy liczbe potrzebnych
operacji do utworzenia tych blokéow i poréwnujemy z dotychczas znalezionym mini-
mum.

Zmalezienie najdiuzszego bloku B mozemy wykona¢ w czasie stalym. Niech
mZeroli] bedzie maksymalna liczba kolejnych zer w ciagu, poczynajac od pozycji i.
W tym celu wystarczy przeglada¢ ciag od konca, pamigtajac maksymalna liczbe zer:

1: ileZer := 0;

2: for k:=n downto 1 do begin
3. if Z[k] =0 then

4: ileZer := ileZer + 1

5.  else

6: ileZer := 0;

7. mZerolk] := ileZer;

8. end

Koszt utworzenia bloku B jest latwy do wyznaczenia. W pierwszym przypadku (gdy
blok ten sklada sie z samych zer) koszt jest zerowy. W drugim przypadku (gdy blok ten
zaczyna sie jedynka i blok A jest niepusty) wystarczy jedna operacja, ktora wyzeruje
pierwszy element.

Dla blokéw A i C mozemy rownie szybko wyznaczy¢ koszt ich utworzenia. Skupmy
sie na bloku A (blok C' jest analogiczny). Jesli ; = —1, to blok A o dlugosci @ mozna
zamieni¢ na same —1, uzywajac po dwie operacje na kazda jedynke i jedna operacje
na kazde zero, czyli:

zamiany = 2 - jed(1,a) + zer(1,a).

Funkcja jed(l,p) zwraca liczbe jedynek w ciagu w przedziale od pozycji | do po-
zycji p. Analogicznie funkcja zer(l,p) zwraca liczbe zer w tym przedziale. Aby je
efektywnie zapisa¢, mozemy uprzednio przygotowac tablice, bedace sumami prefikso-
wymi. Przyktadowo do wyliczania liczby jedynek:

. jedynki[0] := 0;

: for k:=1 to n do begin
jedynkilk] := jedynki[k — 1];
if #[k] =1 then

jedynkilk] := jedynkilk] + 1;
end

S gk Wb

Dzigki temu wyznaczenie liczby jedynek w dowolnym przedziale jest proste:
jed(l,p) = jedynki[p] — jedynki[l — 1].

W ten spos6éb mozemy wyznaczy¢ liczbe 1,0 i —1 w dowolnym przedziale w cza-
sie O(1). Wobec tego kazdy blok A analizujemy w czasie stalym, wiec zlozonosé
calego rozwiazania wynosi O(n). Zostalo ono zaimplementowane w plikach baj.cpp,
bajl.cppibaj2.pas.
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Rozwigzanie silowe O(n?)

Mozna wprost rozpatrywac¢ wszystkie mozliwe podziaty ciagu na trzy bloki i dla kaz-
dego podziatu symulowaé¢ wykonywanie operacji. Wszystkich podzialéw mozemy mieé
O(n?), a zliczenie potrzebnych operacji trwa O(n). Stad dostajemy algorytm w zto-
zonosci O(n?). Takie rozwigzanie zostato zaimplementowane w plikach bajs1.cpp
i bajs2.pas i otrzymywalo 24% punktéw.

Rozwigzanie wolne O(n?)

Usprawnieniem poprzedniego rozwigzania jest wyliczenie sum prefiksowych, przez co
zliczanie potrzebnych operacji mozemy wykonaé¢ w czasie O(1). Stad calkowita zlo-
zono$¢ to O(n?). Takie rozwiazanie zostalo zaimplementowane w plikach bajs3.cpp
i bajs4.pas. Otrzymywalo ono 48% punktéw.

Rozwigzanie alternatywne

Wiedzac, ze istnieje optymalne rozwigzanie, takie ze wszystkie operacje wykonujemy
od lewej do prawej i mamy tylko wartosci x; € {—1,0, 1}, mozemy napisaé¢ rozwigzanie
oparte o programowanie dynamiczne.

Wyznaczamy minimalng liczbe operacji do uzyskania ciagu o prefiksie dtugosci ¢,
konczacego sie wartosciami 0,1 i —1. Poruszamy sie od najmniejszych ¢ — wyliczamy
wynik na podstawie uprzednio wyliczonych wartosci. Takie rozwigzanie samo troszczy
sie o wszystkie przypadki i jest prostsze w implementacji.

Rozwiazanie znajduje si¢ w pliku baj3.cpp. Za takie rozwiazanie otrzymywato sie
maksymalng liczbe punktéw.

Testy

Przygotowano 8 grup testow:
e grupa I — male reczne testy poprawnosciowe,
e grupa 2 i & — wieksze testy poprawnosciowe,
e testy 4Ja—8a — losowe testy z krotkimi przedziatami takich samych liczb,

o testy 4b—8b — losowe testy z dlugimi przedzialami (okolo /n) takich samych
liczb.



