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Konkurs programistyczny

Bartus i jego koledzy startujg w Druzynowym Konkursie Programistycznym. Kazda druzyna
sktada sie z n zawodnikow © ma do dyspozycji n komputerow. Zawody trwajg t minut ¢ w tym
czasie zawodnicy majg do rozwigzania m zadan programistycznych. Dodatkowo, druzynom
przyznawane sq punkty karne — za rozwigzanie zadania po uplywie s minut od poczgtku kon-
kursu druzyna otrzymuge s punktow karnych. Wygrywa ta druiyna, ktora rozwigie najwiekszq
liczbe zadan, a w przypadku remisu ta, ktora ma najmniej punktow karnych.

W dniu zawodéw Bartus szybko przeglgda tresci zadan i rozdziela je miedzy kolegow. Zna
on dobrze swojq druzyne i potrafi bezblednie ocenié, kto jest w stanie zrobié ktdre zadanie.
Kazdemu zawodnikowi rozwigzanie zadania, ktére umie on zrobic, zajmuje dokladnie r minut
pracy przy komputerze.

Druzynie Bartusia nie poszto zbyt dobrze na tegorocznej edycji Konkursu. Zastanawia sie
on, jaki wplyw na ten przykry fokt mialy jego decyzje dotyczqce przydziatu zadan. Poprosil
Clie, abys napisal program, ktory na podstawie danych, jokie posiadal Bartus na poczgtku kon-
kursu, obliczy maksymalny mozliwy wynik druZyny Bartusia, a takze przydzial zadan cztonkom
druzyny, ktory umoZzliwi osiggniecie tego wyniku.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia znajduje sie piec liczb catkowitych n, m, r, t
oraz k (1 < n,m < 500, 1 < r,t < 1000000), pooddzielanych pojedynczymi odstepami
1 oznaczajgcych odpowiednio: liczbe zawodnikow, liczbe zadan, czas rozwigzywania zadania
przez zawodnika, czas trwania zawodéw i liczbe par zawodnik-zadanie (podanych dalej na
wejsciu). Kazdy z kolejnych k wierszy zawiera dwie liczby calkowite a 1 b (1 < a < n,
1 < b < m), oddzielone pojedynczym odstepem, oznaczajace, ze zawodnik a jest w stanie
rozwigzal zadanie b. Kazda taka para moze pojawié sie na wejsciu co najwyiej raz.
W testach wartych lgcznie 30% punktow zachodzi dodatkowy warunek n,m < 100.

Wyjscie

W pierwszym wierszu standardowego wyjscia naleZy wypisaé najlepszy mozliwy wynik dru-
zyny Bartusia w postaci dwéch liczb calkowitych oddzielonych pojedynczym odstepem: liczby
rozwigzanych zadan z oraz liczby punktow karnych. W kolejnych z wierszach nalezy wypisaé
przyktadowy przydziatl zadan: w kaZdym wierszu majq znaleZé sie trzy liczby catkowite a, b i c
(1 <a<mn,1<b<m,0<c<t—r) pooddzielane pojedynczymi odstepami i oznaczajgce,
Ze zawodnik a powinien zaczqé rozwigzywaé zadanie b w chwili ¢ (konkurs rozpoczyna sie
w chwili 0). Nie nalezy nikomu przydzielaé zadan, ktérych dana osoba nie potrafi rozwigzad.
Jesli istnieje wiecej niz jedna poprawna odpowiedZ, Twodj program powinien wypisaé dowolng
z mich.
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Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
243 15 4 3 12

11 140

23 230

14 113

13

Rozwigzanie

Zacznijmy od kilku prostych obserwacji. Zat6zmy, ze Bartu$ dokonat juz przydziatu
zadan pomiedzy zawodnikow swojej druzyny, i zastanéwmy sie, jak powinni oni po-
stepowad, by zminimalizowa¢ liczbe zdobytych punktéw karnych. Jasne jest, ze kazdy
zawodnik powinien rozpoczaé rozwiazywanie nowego zadania tak szybko, jak to moz-
liwe, zatem optaca si¢ zaczynac¢ rozwiazywanie zadan w chwilach, ktore sg wielokrotno-
Sciami r. Wynika z tego, ze kazdy zawodnik moze rozwiazaé¢ co najwyzej |t/r| zadan.
Nie ma tez znaczenia, w jakiej kolejnosci zawodnik bedzie rozwiazywal przydzielone
mu zadania — liczba punktéw karnych naliczonych temu zawodnikowi zalezy tylko
od liczby zadan, ktore on rozwiazat. Jesli zawodnik rozwiaze d zadan, to do wyniku
dotozy r(1 + 2+ ...+ d) punktéw karnych.

To pozwala nam na sformutowanie problemu w jezyku teorii graféw: rozwazmy graf
dwudzielny G = (OU Z, E), |O| = n, |Z| = m, |E| = k. Wierzcholki O reprezentuja
zawodnikéw (osoby), wierzchotki Z — zadania, a krawedz miedzy o € O a z € Z
istnieje, jesli zawodnik o potrafi rozwigza¢ zadanie z.

Przydzial zadan mozemy przedstawi¢ jako podzbiér zbioru krawedzi M C F.
Niech djs(0) oznacza stopien wierzchotka o € O w podgrafie (O U Z, M); stopien ten
odpowiada liczbie zadan przydzielonych zawodnikowi 0. Wprowadzmy tez oznaczenie
cyv(0) =142+ ...+ dy(0), ktére nazwiemy kosztem zawodnika o; koszt pomnozony
przez r jest liczbg punktéw karnych naliczonych zawodnikowi o.

Zadanie polega na wyznaczeniu takiego podzbioru M C E (oznaczajacego przy-
dzial zadan), ktéry spelnia nastepujace warunki:

1. kazdy wierzcholek z Z jest incydentny z co najwyzej jedng krawedzia z M,
2. dla kazdego o € O mamy dy;(0) < t/r;
3. liczba krawedzi z M jest jak najwieksza;

4. przy zatozeniu z poprzedniego punktu, sumaryczny koszt ¢(M) = > ., car(0)
jest jak najmniejszy.

Pierwszy warunek oznacza, ze kazde zadanie jest rozwiazywane przez co najwyzej
jednego zawodnika. Drugi warunek gwarantuje, ze kazdy zawodnik zdazy rozwigzac
przydzielone mu zadania. Ostatnie dwa warunki stwierdzaja, ze przydziat zadan M
maksymalizuje wynik druzyny.
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Rozwiagzanie pierwsze: Sciezki polepszajgce koszt

Na poczatku rozwiazemy prostsze zadanie, bez zaktadania drugiego warunku. PéZniej
zobaczymy, ze z rozwigzania dla tej wersji latwo wynika rozwiazanie oryginalnego
zadania. Wykorzystamy metode $ciezek powiekszajacych, znang przede wszystkim
z algorytmu wyznaczania najliczniejszego skojarzenia w grafie.

Zauwazmy, ze jesli istnieja zadania, ktérych zaden zawodnik nie umie rozwigzac,
to mozemy je usunac¢. Zalézmy zatem bez straty ogoélnosci, ze w zbiorze Z nie ma
wierzchotkow izolowanych. Dla kazdego zadania z € Z wybierzmy do przydziatu
M dowolna krawedZ wychodzaca z z. Dostaliémy |M| = m, zatem w przydziale M
wszystkie zadania zostaly rozwiazane. Wiecej oczywiscie sie nie da, postarajmy sie
teraz uzyskaé¢ optymalny koszt.

Sciezke w grafie G nazwiemy naprzemienng, jesli zawiera parzysta liczbe krawedzi,
zaczyna sie w wierzchotku ze zbioru O krawedzia z przydziatu M i z kazdych dwéch
kolejnych krawedzi na $ciezce doktadnie jedna nalezy do M. Naprzemienna Sciezke
P = (01,21,02,22,...,01), 0; € O, 2; € Z, (04,2;) € M, (24,0i+1) € E'\ M nazwiemy
polepszajqcq koszt, jezeli

dM(Ol) >d1\4<01)—i—17 (*)
czyli stopien pierwszego wierzchotka Sciezki jest o co najmniej 2 wickszy niz stopien
ostatniego wierzchotka. Pokazemy, ze odwracajac przydzial krawedzi na Sciezce P,
uzyskamy lepszy koszt.

Oznaczmy przez M’ = (M \ P) U (P \ M) przydzial odwrécony wzdluz Sciezki
P — taka operacje nazwiemy dodaniem $ciezki P do przydziatu M. Jasne jest,
ze |M'| = |M]| oraz ze zmienily sie stopnie kranicowych wierzchotkéw $ciezki:
dyr(01) = dpar(01) — 1, dag(01) = das(or) + 1, natomiast stopnie reszty wierzchotkéw
pozostaly bez zmian. Koszt nowego przydzialtu M’ jest w istocie mniejszy niz koszt
M (w ostatniej nieréwnosci korzystamy z (x)):

c(M') = enr(01) + earr(01) + 32 0eon for 003 M7 (0) =
= (em(01) —dnr(01)) + (enr(or) +dnr(or) + 1) + 3 0con for.00) CM(0) =
=c(M) —dpr(01) +dp(o)) +1 < e(M).

Przychodzi wigc na my$l algorytm, ktory znajduje kolejne Sciezki proste (czyli
Sciezki bez cykli) polepszajace koszt, az juz zadnej nie bedzie. Pojedynczy krok algo-
rytmu — znalezienie $ciezki polepszajacej koszt lub stwierdzenie, ze taka Sciezka nie

1 2 3 1 2 3
(a) (b) (©
Rys. 1:  Dla przydziatu zadain M (pogrubione krawedzie w (a)) znajdujemy
$ciezke polepszajaca koszt z wierzchotka o2 do wierzchotka o1 (prze-
rywane krawedzie w (b)) i odwracamy przydzial wzdluz tej $ciezki,
uzyskujac M’ (c).
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istnieje — mozemy wykona¢ w czasie O(k). W tym celu rozwazamy wierzcholki ze
zbioru O w kolejnosci nierosnacych stopni i z kazdego z nich przeszukujemy graf w gtab
(oczywiscie z wierzcholtkéw z O wychodzimy krawedziami nalezacymi do przydzialu
M, a z wierzchotkéw z Z wychodzimy krawedziami z E \ M). Ponadto zaznaczamy
odwiedzane wierzchotki i tak zaznaczonych wierzchotkéow nie odwiedzamy ponownie.
Dlaczego mozemy tak zrobi¢? Otéz powiedzmy, ze przenumerowaliSmy wierzchotki
w kolejnosci nierosnacych stopni (das(01) = dpr(02) = ... = dp(0y)) 1 ostatnim roz-
wazonym wierzchotkiem byt wierzchotek o;. Jesli nie znalezliSmy $ciezki polepszajacej
koszt zaczynajacej sie w tym wierzchotku, to znaczy, ze nie ma Sciezki naprzemiennej
zaczynajacej sie w o; i konczacej sie w wierzchotku z O o stopniu mniejszym niz
dpr(0;) — 1. Tak wiec na pewno wsrdéd dotychezas odwiedzonych wierzchotkéw nie
znajdziemy tez wierzchotka o stopniu mniejszym niz das(o;) — 1 dla j > 4.

Poczatkowy koszt moze wynosié¢ co najwyzej m(m + 1)/2 (jest tak w przypadku,
gdy wszystkie zadania przydzielimy jednemu zawodnikowi), a w kazdym kroku algo-
rytmu koszt zmniejsza sie co najmniej o 1, zatem uzyskujemy czas O(m?k) = O(m3n).

Aby wykazaé poprawno$¢ naszego algorytmu, wystarczy udowodni¢ nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 1. Koszt przydziatu o rozmiarze m jest optymalny wtedy i tylko wtedy,
gdy nie istnieje Sciezka prosta polepszajgca koszt.

Dowdd: Implikacja w prawo jest oczywista: gdyby istniala $ciezka polepszajaca
koszt, to dodanie jej do przydziatu zmniejszyltoby jego koszt. Udowodnimy implikacje
w lewo. Niech M bedzie przydzialem, ktérego koszt nie jest optymalny; pokazemy,
ze istnieje Sciezka prosta polepszajaca koszt tego przydziatu. Rozwazmy przydziat N
taki, ze |IN| = m oraz koszt ¢(IN) jest optymalny. Jesli jest wiecej niz jeden kandydat
na N, to wezmy tego, dla ktérego zbior D = (M \ N) U (N \ M) ma jak najmniej
krawedzi. Sciezkg naprzemienng wzgledem D nazwiemy $ciezke P = (01,21, ..., 01),
taka, ze (0;,2;) € M\ N, (2;,0,41) € N\ M. Z minimalnosci D wynika, ze nie istnieja
cykle (Sciezki spelniajace 0y = 0;) naprzemienne wzgledem D, gdyz inaczej doda-
libySmy taki cykl do przydziatu N i dostaliby$my réwniez optymalny przydzial N,
tyle ze z mniejsza liczba krawedzi w zbiorze D. Ponadto, kazda Sciezka naprzemienna
wzgledem D, prowadzaca z o1 do o;, spetnia dy(01) > dn(0;). Gdyby bowiem bylo
dn(01)+1 < dn(op), to odwracajac kolejnos¢ krawedzi na tej Sciezce (tzn. rozwazajac
te Sciezke od o; do o7), uzyskalibySmy $ciezke polepszajaca koszt w N. Gdyby za$
zachodzito dy(01) + 1 = dn(0;), to dodanie tej $ciezki do N nie zmieniloby kosztu,
ale zmniejszyloby rozmiar D, co znowu przeczy minimalnosci zbioru D.

Sciezke prosta polepszajaca koszt w M znajdujemy nastepujaco: wybieramy wierz-
chotek o1 € O taki, ze dps(01) > dn(01) (skoro ¢(M) > ¢(N), to taki wierzchotek musi
istnie¢). Konstruujemy teraz $ciezke naprzemienna wzgledem D do wierzcholka o; ta-
kiego, ze dyp\ n(01) = 0. Konkretnie, z wierzchotka o; wychodzimy dowolng krawedzia
z M\ N (jesli dyp\n(0;) # 0, to taka krawedz istnieje), natomiast z wierzchotka z;
wychodzimy jedyna krawedzia z N \ M (z kazdego wierzcholka ze zbioru Z wychodzi
jedna krawedZ z N i jedna z M, a poniewaz do z; weszliSmy krawedzia z M \ N,
to w przypadku tego wierzchotka sa to dwie rézne krawedzie). Nie moze si¢ zdarzy¢,
ze w ktorym$ momencie wrocimy do wierzchotka, z ktérego wyszliSmy, bo wtedy
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otrzymalibySmy cykl naprzemienny wzgledem D. Zauwazmy rowniez, ze Sciezka jest
niepusta (I > 1), bo dyp\ n(01) > 0. Widzimy wreszcie, ze do ostatniego wierzchotka
o, weszliSmy krawedzia z N \ M, a nie wychodza z niego krawedzie z M \ N, a wiec
dpr(0)) < dn(o;) — 1. Dostajemy zatem

dM(Ol) < dN<Ol) —1< dN(01> —-1< dM(Ol) — 1,

przy czym srodkowag nieréwnos¢ uzasadniliSmy w poprzednim akapicie. To konczy
dowod — skonstruowana Sciezka jest Sciezka polepszajaca koszt w przydziale M, gdyz
spelnia warunek (x). [

Co z czasem trwania zawodow?

Rozwiazanie uzyskane powyzsza metoda nie uwzglednia warunku, ze zaden zawodnik
nie moze rozwiaza¢ wiecej niz t/r zadan. Moze sie zatem zdarzy¢, ze w optymalnym
przydziale M dla niektérych wierzchotkéw o € O bedzie dp(0) > t/r. Okazuje sie
jednak, ze aby uzyska¢ rozwiazanie pierwotnego zadania, wystarczy w optymalnym
przydziale M usunaé¢ dowolne nadmiarowe krawedzie wychodzace z tych wierzchotkow.
Ponizej udowodnimy ten fakt.

Przez M)q oznaczmy (pewien) przydzial uzyskany z M poprzez ograniczenie z gory
stopnia kazdego z wierzchotkéw ze zbioru O przez d. Wprowadzmy tez oznaczenie na
jakos¢ rozwiazania obcigtego. Mianowicie d-kosztem przydziatu zadan M nazwiemy
pare

ca(M) = ([Mjal, c(M)q4)),

w ktorej pierwsza wspolrzedna oznacza rozmiar obcietego przydziatu, a druga jego
koszt. Poniewaz

[Ma| = 3,0 min(dar (o), d),
c(Myg) =3 ,col+2+...+min(dn(0),d),

wigc definicja cq(M) nie zalezy od wyboru konkretnego przydziatu M .

Powiemy, ze przydzial M ma d-koszt wiekszy niz przydzial N, jesli albo
|Mq| < |Njal, albo [M|4| = [Nq| i ¢(M)q) > c¢(IN|q). Jasne jest, ze w zadaniu chodzi
o zminimalizowanie [t/r|-kosztu przydzialu zadan.

Twierdzenie 2. Jesli nie istnieje Sciezka prosta polepszajgca koszt, to d-koszt przy-
dzialu o rozmiarze m jest optymalny.

Dowdéd: Dowdd przebiega w analogiczny sposob jak dowdd implikacji w lewo twier-
dzenia 1. Niech M bedzie przydzialem, ktérego d-koszt nie jest optymalny — wska-
zemy Sciezke prosta polepszajaca koszt tego przydziatu. Analogicznie rozwazamy przy-
dzial N o optymalnym d-koszcie i minimalnym zbiorze D = (M \ N) U (N \ M).

Jedynym miejscem w dowodzie, w ktorym korzystaliSmy z nieoptymalnosci kosztu
przydziatu M, byto pokazanie istnienia wierzchotka poczatkowego Sciezki, tzn. wierz-
chotka 01 € O takiego, ze dps(01) > dn(01). Pokazemy, ze do znalezienia go wystarczy
nieoptymalnosé¢ d-kosztu M.
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Istotnie, jesli [Mq| < [N)q4], to mamy > ., min(das(0),d) < > .o min(dy(o),d),
zatem musi istnie¢ wierzcholek o] € O taki, ze dp(0]) < dn(0)). Ale jednoczes$nie
mamy Y, .o da(0) =m =) ., dn(0), co wymusza istnienie wierzchotka o;.

Jedli z kolei | M|4| = |N|q4|, to musi by¢ ¢(M)q) > c(N)g). W takim wypadku réwniez
tatwo widacé, ze wierzchotek o, musi istniec. [ |

Powyzsze rozwiazanie zostato zaimplementowane w pliku pro3.cpp. Mozna je
przyspieszy¢, stosujac pewne proste optymalizacje, ktore nie zmniejszaja teoretycznej
zlozonosci algorytmu, ale w praktyce sprawdzajg sie¢ calkiem dobrze. Przyktadowo,
duzo daje, jesli nie zaczynamy od dowolnego rozwiazania, lecz od juz dos¢ dobrego.
Moze to by¢, na przyktad, wynik zachtannego poprawiania poprzez zmiane jednej kra-
wedzi. Wtedy Sciezki polepszajace koszt trzeba znajdowac¢ juz stosunkowo mato razy.
Dodatkowo, mozna tez nie zaczynac szukania Sciezki polepszajacej koszt z wierzchot-
kéw o najmniejszym lub o jeden wigkszym stopniu, bo wiadomo, Ze i tak zadnej nie
znajdziemy.

Rozwigzanie drugie: Sciezki powiekszajace

Przedstawimy teraz szybszy algorytm. Podobnie jak poprzednio, zakladamy, ze zbiér
Z nie zawiera wierzchotkéw izolowanych, oraz nie bierzemy pod uwage ograniczenia na
czas trwania konkursu. Zaczynamy od pustego przydziatu M. W kazdym kroku koszt
¢(M) bedzie optymalny dla mniejszego grafu, zawierajacego tylko zadania incydentne
z ktéras krawedzia z M. W kroku ¢ (dla ¢ = 1,2,...,m) bedziemy chcieli dodaé
krawedz wychodzaca z zadania z;. Sciezke w grafie nazwiemy powiekszajgcq, jesli
zawiera nieparzysta liczbe krawedzi, zaczyna sie w wierzchotku ze zbioru Z krawedzia
nienalezaca do M i z kazdych dwoch kolejnych krawedzi na $ciezce doktadnie jedna
nalezy do M. Szukamy Sciezki powickszajacej z wierzchotka z;, ktéra konczy sie
w wierzchotku o € O o najmniejszym stopniu djs(0). Dodajemy te $ciezke do M,
uzyskujac M', takie ze |M'| = |[M| + 1 i koszt ¢(M') jest optymalny. Pojedynczy
krok wykonujemy przeszukiwaniem grafu w gltab w czasie O(k), zatem caly algorytm
dziata w czasie O(mk) = O(m?2n).

Uzasadnimy teraz poprawnosé tego algorytmu. Oznaczmy przez R Sciezke powigk-
szajaca, ktorg dodaliémy do przydziatu M, tworzac przydziat M’, oraz niech o € O
i z € Z beda koncami Sciezki R. Pokazemy, ze jesli przydziat M mial optymalny
koszt, to M’ takze ma optymalny koszt, a konkretnie, ze dla M’ nie istnieje $ciezka
polepszajaca koszt.

Zalézmy nie wprost, ze $ciezka taka istnieje. Mozemy przyjac, ze jest ona prosta,
oznaczmy ja przez P = (01, 21,...,0;). Zalézmy na poczatek, ze 01 # o.

Poniewaz P jest $ciezka polepszajaca koszt dla M’ wiec dps(01) > dar (o) + 1,
a poniewaz przez dodanie R nie zmieniliSmy stopnia wierzchotkowi o1, a wierzchot-
kowi 0; mogliSmy go co najwyzej podniesé (gdy o; = 0), zatem dps(01) > dpr(07) + 1.
Ponadto, $ciezka P musi przecina¢ sciezke R, w przeciwnym bowiem wypadku by-
laby $ciezka polepszajaca koszt dla M. Niech v i v" beda, odpowiednio, pierwszym
i ostatnim wierzchotkiem $ciezki P sposrdéd tych, ktére naleza rowniez do R. Mozna

ey . s . P , R . . ,
zauwazy¢, ze v’ € O. Poniewaz $ciezka naprzemienna o; ~» v’ ~5 o nie moze by¢
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Sciezka polepszajaca koszt dla M, zatem dys(01) < das(0) + 1. Z tych dwdch nierdw-
noéci wynika, ze dar(o;) +1 < dar(01) < dpr(o) + 1.

Jesli v € O\ {o;}, to Sciezka P opuszcza wierzcholek v” krawedzia z M, a jesli
v € Z, to krawedzig spoza M. Wynika z tego, ze Sciezka z Loy &g jest $ciezka
powiekszajaca dla M. Co wiecej, z faktu dps(0;) < dpr(0) wynika, ze wierzchotek o,
jest lepszym kandydatem na koniec $ciezki R niz wierzchotek o. Sprzecznosé — zatem
Sciezka P nie istnieje, co dowodzi optymalnosci kosztu c¢(M”).

Pozostal przypadek, gdy o1 = 0. Wtedy jednak mamy dp;(0) + 1 = dps(0) oraz
dpyr(o1) = dyp(or), a z wlasnoéci P jest dp(0) > dp(0;) + 1, zatem ostatecznie
dar(0) > dpr(op) 1 dalej dziata ten sam argument.

Podobnie jak poprzednio, mozemy na koniec usuwa¢ nadmiarowe krawedzie wycho-
dzace od o0s6b, ktére rozwiazuja wiecej niz t/r zadan. Réwnowaznie, mozemy jednak
od razu nie dodawac Sciezki do M, jesli jej dodanie powoduje zwickszenie stopnia
jakiego§ wierzchotka ponad t/r (dow6éd podobny do poprzednich nie jest trudny).

To rozwiazanie zostato zaimplementowane w pliku pro4.cpp. Takze w tym roz-
wiazaniu mozemy poczyni¢ pewne optymalizacje. Czesto zdarza sie tak, ze Sciezka
powiekszajaca jest bardzo krotka, nawet jednokrawedziowa. Mimo to nasze rozwiaza-
nie przejdzie caty graf w jej poszukiwaniu. Program duzo lepiej zachowuje sie, jesli
najpierw sprawdzimy, czy moze ktorys z sasiednich wierzchotkow z O nie nalezy jesz-
cze w ogole do zadnej krawedzi z M. Wtedy mozemy ich po prostu skojarzy¢ i nie
przeszukiwaé¢ calego grafu. Optymalizacja ta spisuje sie najstabiej, gdy zadan jest
istotnie wigcej niz osob. Wtedy (cho¢ graf musi by¢ mniejszy) dla wielu zadan nie
bedzie sasiada, ktory nie rozwiazywaltby jeszcze zadnego zadania, i bedzie trzeba dla
nich przejsé caly graf.

Najstabszym punktem naszego rozwigzania O(m?n) jest to, ze w zasadzie dla
znalezienia najlepszej $ciezki powiekszajacej trzeba przejrzeé¢ caly graf (bo ma to byé
najlepsza Sciezka, wiec moze konczy¢ sie wszedzie). Mozemy jednak spojrze¢ na to
od drugiej strony: zamiast od zadania, bedziemy szukaé¢ najlepszej $ciezki powigksza-
jacej od osoby. Wtedy musimy zaczaé¢ od osoby o najmniejszym mozliwym stopniu
(pomijajac osoby, o ktérych juz wiemy, ze zadna $ciezka z nich nie istnieje). Przy tym
zalozeniu mozemy dotrze¢ do dowolnego zadania i Sciezka bedzie najlepsza. Mozemy
zatem szukaé najkrotszej takiej Sciezki, przeszukujac graf wszerz. Jesli jest ona krotka
(co zdarzy sie w wiekszosci przypadkow), to przeszukiwanie zakonczy sie szybko i nie
bedzie przechodzito catego grafu. Takie rozwiazanie jest zaimplementowane w plikach
pro.cpp i pro2.pas oraz, z drobnymi usprawnieniami, w pliku prol.cpp.

Rozwigzanie trzecie: przeplyw w sieci

Zadanie mozna sprowadzi¢ do problemu znajdowania maksymalnego przeptywu
o minimalnym koszcie w sieci (ang. min-cost maz-flow problem). Oznaczmy przez
d = min(m, |t/r|) maksymalna liczbe zadan, ktéra moze rozwiazaé pojedynczy za-
wodnik. Tworzymy sie¢ H o nastepujacych wierzchotkach:

e 7rodlo s i ujscie t;

e wierzchotki z1,..., 2z, odpowiadajace zadaniom:;
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e wierzchotki o4, ..., 0, odpowiadajace zawodnikom.
Ponadto w sieci (dla kazdego 1 <i<m, 1< j<n):

e istnieje krawedz o koszcie 0 ze zrédta s do wierzchotka z;;

e jesli i-te zadanie moze by¢ rozwigzane przez j-tego zawodnika, to istnieje kra-
wedz o koszcie 0 z wierzchotka z; do wierzchotka o;;

e istnieje d krawedzi o rosngcych kosztach 1,2, ..., d z wierzchotka o; do ujscia t.

Wszystkie krawedzie maja przepustowos¢ jednostkowa. Kazdy przeptyw w sieci H od-
powiada pewnemu przydzialowi zadan (i na odwrét). Wartosé przeplywu jest réwna
liczbie rozwigzanych zadan, natomiast koszt przeptywu pomnozony przez r jest réwny
liczbie punktow karnych, zatem maksymalny przeptyw o minimalnym koszcie odpo-
wiada optymalnemu rozwigzaniu.

Liczba wierzchotkéw w sieci wynosi n’ = 2 +m +n = O(m + n), natomiast
liczba krawedzi ¥’ = m+k+nd = O(mn). W pliku pros5. cpp zaimplementowano to
rozwiazanie, korzystajac z algorytmu znajdowania przeptywu dziatajacego w czasie

O(fn'k') = O(m?n(m +n)), gdzie f = m jest maksymalng wartoécia przeptywu.

Rozwigzania niepoprawne

Najbardziej narzucajacym sie rozwiazaniem niepoprawnym jest zachtanne poprawia-
nie przydziatu zadan: szukamy zadania, ktére mozemy przydzieli¢c komu$ innemu,
polepszajac koszt. Takie rozwiazanie znajduje sie w pliku prob6.cpp i przechodzi
jedynie dwa testy: 7 i 8. Nie dziala ono juz na dwoch testach przyktadowych.
Mozna tez zaproponowac¢ nastepujace rozwiazanie zachtanne. Obliczamy w nim:

e trudnos¢ kazdego zadania — im wiecej zawodnikéw umie zrobi¢ dane zadanie,
tym jest ono latwiejsze,

e doswiadczenie kazdego zawodnika — im wiecej zadan umie zrobi¢ dany zawod-
nik, tym jest bardziej doswiadczony.

Teraz probujemy zachtannie przydziela¢ zadania w kolejnosci od najtrudniejszego, za
kazdym razem wybierajac mozliwie najmniej do§wiadczonego zawodnika. Rozwigzanie
znajduje sie w pliku prob7.cpp i przechodzi testy 7 i 8.

Kolejne rozwiazanie niepoprawne opiera si¢ na spostrzezeniu, ze kazdy przydziat
zadann M jest suma pewnej liczby skojarzen w grafie dwudzielnym G (dalej bedziemy
te liczbe oznaczali przez A). Pomyst jest wiec taki, by znajdowaé kolejne maksymalne
skojarzenia w grafie, doktada¢ je do M i usuwac¢ z G. Rozwiazanie to ma ztozonos$é
O(m?n) i w praktyce dziala sprawnie. Zapisane zostato w pliku prob8. cpp. Rozwiaza-
nie daje btedne odpowiedzi w przypadku grafow rzadkich lub takich, ktére wymagaja
duzego A. Przechodzi wszystkie testy przykladowe i tylko dwa testy punktowane
(1i6). W pliku prob9.cpp znajduje sie program, ktéry 10 razy prébuje wykonaé
powyzszy algorytm, za kazdym razem permutujac losowo listy sasiedztwa grafu. Ten
program nie wykazuje zadnej poprawy wzgledem programu prob8. cpp.



Konkurs programistyczny
Testy

Do zadania przygotowano 26 testow polaczonych w 10 grup (testy 8b, 9b, 10b, 10c
to testy proste pod wzgledem zlozonosci, jednak sprawdzajace rézne skrajne przy-
padki). Czesé testéw specjalnie odsiewa rozwiazanie prob8.cpp. Ponizej szczegdlowe
zestawienie testow.

Nazwa n| m k | [t/r] | wynik Opis

prola.in 20 | 100 816 11 100 | losowy

prolb.in 20 | 100 817 11 100 | losowy

pro2.in 50 | 100 269 2 95 | losowy

proda.in 80 80 2125 1 80 | losowy

pro3b.in 8| 80 33 7 27 | losowy

Pro4a.in 200 | 200 16 201 10 200 | losowy

pro4b.in 200 | 200 15971 10 200 | losowy

projc.in 20 | 200 152 9 121 | losowy

proba.in 252 | 499 97624 2 494 | losowy plus wierzchotki
stopnia 0

prodb.in 252 | 499 | 97588 2 494 | losowy plus wierzchotki
stopnia 0

probc.in 7| 494 103 400 91 | losowy

proba.in 500 | 500 74870 2 500 | losowy

pro6b.in 497 | 486 30381 419 478 | roztaczne czesci 487 : 243
i10:243 (n:m)

probc.in 6 | 495 471 469 469 | jeden zawodnik rozwia-
zuje

pro7a.in 500 | 500 | 123295 3 500 | roztaczne czesci 249 : 498
i251:2

pro7b.in 479 | 493 | 47283 117 493 | losowy

pro7c.in 3 | 500 439 120 324 | losowy

proSa.in | 500 | 500 | 17629 3 390 | luzno potaczone czesci
95 : 3851 395 : 85 plus
dodatki

pro8b.in 500 | 500 74 893 0 0 | losowy, r >t

pro8c.in 430 | 500 | 107652 497 500 | losowy

pro9a.in 500 | 500 80367 108 500 | losowy

pro9b.in 500 | 500 0 ) 0 | bez krawedzi
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Nazwa n| m k | [t/r| | wynik Opis

pro9c.in 20 | 500 409 314 294 | roztaczne czesci 2 : 100,
3:200, 2 : 200

prol0a.in | 500 | 500 25634 3 452 | luzno polaczone czesci
100 : 200, 200 : 100,
192 : 191 plus dodatki

prol0b.in | 500 | 500 | 250000 1 500 | kazdy umie wszystko

prolQOc.in | 500 | 500 999 1 500 | waz




