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Lampy stoneczne

Bajtazar ma bardzo duzy i piekny ogrod, lecz gdy zapadnie zmrok, nie moze podziwiac jego
urokow. W zwigzku z tym postanowil zaopatrzycé sie w lampy, ktorych Swiatlo pozwoli na
rozkoszowanie sie widokiem ogrodu réwniez w nocy.

Zakupione przez Bajtazara lampy nie oswietlajg wszystkiego wokdl, a jedynie obszar za-
warty w pewnym kgcie. Dla wszystkich lamp kgt ten jest taki sam, co wiecej, lampy muszq
byé zamontowane tak, aby wszystkie Swiecity w tym samym kierunku. Ponadto sq¢ to lampy
stoneczne. Co prawda w nocy storica nie ma, ale wystarczy, ze na lampe bedzie Swieci¢ od-
powiednia liczba innych lamp, a ona takze zacznie Swiecié. Oczywiscie, lampy zapalajg sie
rowniez po podigczeniu ich do pradu.

Bajtazar zamontowat lampy w swoim ogrodzie i ustalil, w jakiej kolejno$ci bedzie podigczal
do nich prgd. Dla uproszczenia ponumerujmy lampy liczbami od 1 do n w tej wtasnie kolejnosci,
tzn. Bajtazar w momencie i podlgczy pred do lampy o numerze i. Bajtazar zastanawia sie,
kiedy zaczng Swiecié poszczegdlne lampy. Pomozi mu i napisz program, ktory odpowie na to
pytanie.

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejscia zawiera jedng liczbe catkowitg n (1 < n < 200 000)
oznaczajgcg liczbe lamp, ktore zakupit Bajtazar. W drugim wierszu wejscia znajdujg sie cztery
liczby catkowite X1,Y1, X2,Ys (—10° < X;,Y; < 10°, (X;,Y:) # (0,0)) pooddzielane poje-
dynczymi odstepami, wyznaczajgce obszar oSwietlany przez kazdg z lamp. Jesli pewna lampa
stoi w punkcie (x,y), to oswietla obszar (wraz z brzegiem), ktéry znajduje sie w mniejszym
z kgtow wyznaczonych przez dwie pdlproste o poczgtkach w (x,y), z ktérych i-ta (dlai = 1,2)
przechodzi takze przez punkt (v + X;,y + Y;). Kqt ten jest zawsze rézny od 180 stopni.

Kolejne n wierszy wejscia opisuje rozstawienie lamp: i-ty z tych wierszy zawiera dwie
liczby catkowite x;,y; (—10° < x4, y; < 10°) oddzielone pojedynczym odstepem, oznaczajgce,
Ze lampa o numerze i jest umieszczona w punkcie (x;,y;). Mozesz zalozyé, Ze Zadne dwie
lampy nie stojg w tym samym punkcie.

Ostatni wiersz wejscia zawiera n liczb calkowitych ki,ka, ..., kn (1 < k; < n) pood-
dzielanych pojedynczymi odstepami, oznaczajgcych, ze jezeli lampa o numerze i znajdzie sie
w obszarze oSwietlanym przez co najmniej k; innych lamp, to ona takzZe zacznie Swiecic.

W testach wartych lgcznie 30% punktéw zachodzi dodatkowy warunek n < 1000.

Wyjscie

Twédj program powinien wypisaé na standardowe wyjscie jeden wiersz zawierajgcy n liczb
caltkowitych t1, ...ty pooddzielanych pojedynczymi odstepami. Liczba t; ma oznaczaé moment
zaswiecenia sie lampy o numerze i.
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Przyktad

Dla danych wejsciowych:
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Wyja$nienie do przyktadu: W chwili 1 Bajtazar podigcza prad do lampy 1, co powoduje
zaswiecenie sie rowniez lampy 3. Po podlgczeniu prgdu do lampy 2, zaczyna Swieci¢ rownieZ
lampa 4 (oSwietlona przez lampy 1, 2 i 3).

Testy ,,ocen”:
locen: n = 7, maly test losowy;
2ocen: n = 6, lampy oswietlajq kat zero stopni (Bajtazar zainwestowal w lasery);

3ocen: n = 160 000, lampy ustawione w krate o wymiarach 400 x 400, oswietlajq kqgt 90
stopni o ramionach réwnolegtych do osi uktadu wspolrzednych.

Rozwigzanie

Na poczatek zauwazmy, ze przedstawione zadanie pod wzgledem ideologicznym nie
rozni sie wiele od zadania, w ktorym wszystkie lampy oswietlalyby obszar zadany
przez wektory [1,0] oraz [0,1] (na razie w naszych rozwazaniach zalézmy, ze kat,
ktory oswietlaja lampy, jest niezerowy). I rzeczywiscie okazuje sie, ze dla kazdego
zestawu danych wejSciowych mozna skonstruowaé¢ zestaw n lamp, z ktérych kazda
bedzie odpowiadala pewnej lampie z oryginalnego zestawu i o$wietla¢ bedzie obszar
zadany przez wektory [1,0] oraz [0, 1], a ponadto i-ta lampa z nowego zestawu bedzie
oswietla¢ j-tg lampe z nowego zestawu wtedy i tylko wtedy, gdy i-ta lampa z orygi-
nalnego zestawu oswietlata j-ta lampe z oryginalnego zestawu. Skupimy si¢ teraz na
wykonaniu tej konstrukeji.

Niektorzy moga zauwazy¢, ze mozna zastosowac tutaj tzw. przeksztalcenie afi-
niczne plaszczyzny, w ktéorym nowe pozycje lamp wyrazaja sie pewnymi funkcjami
liniowymi od ich oryginalnych pozycji. My jednak zastosujemy tutaj inne podejscie;
bedzie ono miato rézne zalety, o ktorych przekonamy sie pdzniej.

Rozwazmy rodzine prostych réwnolegtych do wektora [X7,Y7] z zadania. Za-
uwazmy, ze kazda taka prosta ma dokladnie jeden punkt wspdlny z prosta prze-
chodzaca przez punkty (0,0) oraz (Xs,Y3) (zalozyliSmy na razie, ze kazda lampa
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oswietla niezerowy kat), zatem przecina te prosta w punkcie (¢X5,tY3) dla pewnej
liczby rzeczywistej t. Kazdej takiej prostej przypiszmy odpowiadajaca jej liczbe t.
Intuicyjnie rzecz ujmujac, mozemy sobie wyobrazi¢ prosta réwnolegla do wektora
[X1,Y1], przemieszczajaca sie ze stala predkoscia w kierunku zgodnym ze zwrotem
wektora [ X5, Ys], tak ze w chwili 0 przechodzi przez punkt (0,0), a w chwili 1 przez
punkt (Xs,Y5). Woéwczas w chwili ¢ (f moze by¢ ujemne) bedzie sie ona pokrywaé
z ta prosta, ktérej przyporzadkowaliSmy liczbe t. Mozemy tez rozwazy¢ analogiczna
rodzine prostych réwnolegltych do [Xs, Y3] i przyporzadkowaé im liczby u, wzgledem
prostej przechodzacej przez punkty (0,0) i (X7, Y7). Teraz, kazda lampa lezy na do-
ktadnie jednej prostej nalezacej do pierwszej rodziny i na doktadnie jednej prostej
nalezacej do drugiej rodziny. Lampie przyporzadkujemy pare liczb (¢;,u;), gdzie t;
to liczba t przyporzadkowana prostej nalezacej do pierwszej rodziny, analogicznie u;.
Latwo teraz zauwazy¢, ze lampa o numerze ¢ o$wietla lampe o numerze j wtedy i tylko
wtedy, gdy ¢; < t; oraz u; < u;.

Przeksztalcenie (z;,y;) — (i, u;) jest zatem przeksztalceniem, ktére wspomnieli-
Smy wczesniej. W szczegdlnosci, mozna je zapisa¢ konkretnymi wzorami. Zauwazmy
jednak, ze nie interesujg nas wcale doktadne wartosci ¢; dla lamp, a jedynie ich porza-
dek. Mozemy zatem posortowac lampy wedtug tych wartosci i kazdej lampie przydzie-
li¢ jako t; pozycje, na ktorej stoi po takim posortowaniu. Podobnie mozemy zrobic¢
z wartosciami u;. Aby posortowaé lampy po liczbach ¢;, wcale nie trzeba tych liczb
ezxplicite wyznacza¢. Wystarczy umie¢ stwierdzaé, dla danych indekséw ¢, j, ktéra
z liczb t; oraz t; jest wigksza. W tym celu sprawdzamy, czy wektor [x; — z;,y; — vl
lezy po tej samej stronie wektora [X7, Y]], co wektor [Xso, Y2] — jedli po tej samej
stronie, to t; < tj, a w przeciwnym razie t; > t; (rys. 1). Do tego celu stuzy nam
iloczyn wektorowy: znak iloczynu wektorowego [a,b] X [c,d] = ad — bc jest dodatni,

jesli wektor [c,d] lezy na lewo od wektora [a, b], a ujemny, jedli lezy on na prawo’.

Rys. 1:  Mamy ¢; < tj, gdyz oba wektory [z; — x;,y; — yi], [X2,Y2] lezg po
tej samej stronie wektora [X1, Y1] (w tym przypadku oba na lewo). In-
nymi stowy, prosta réwnoleglta do wektora [ X1, Y1], przemieszczajaca sie
zgodnie ze zwrotem wektora [Xa, Y2], odwiedzi najpierw lampe (z;,y;),
a potem lampe (x;,y;)-

W ten sposéb kazdej lampie mozemy przyporzadkowaé pare (a;, b;) liczb catkowi-
tych z przedziatu [1,n], taka ze a; jest pozycja liczby ¢; w posortowanym ciagu ¢, a b;
jest pozycja u; w posortowanym ciggu u. Kazda z liczb z przedziatu [1,n] zostanie

I Wiecej o iloczynie wektorowym mozna przeczytaé np. w ksigzce [25].
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na kazdej wspoélrzednej wykorzystana doktadnie raz oraz to przyporzadkowanie ma
te wlasnosé, ze lampa o numerze ¢ o$wietla lampe o numerze j wtedy i tylko wtedy,
gdy a; < a; oraz b; < b;.

Do tej pory jednak przemilczeliSmy pewna kwestie: mianowicie co powinni$my
zrobié¢, jezeli dwém lampom odpowiadataby ta sama liczba t7 Jezeli chcemy otrzymacé
przyporzadkowanie liczb takie, jak przed chwilg, to nie mozemy ustali¢ miedzy nimi
dowolnego porzadku. Dla przyktadu, gdybysmy mieli do czynienia z sytuacja, w ktorej
[X1,Y1] = [1,0]i [X2, Ys] = [0, 1], oraz dwiema lampami o wspdlrzednych odpowiednio
(0,0) i (1,0), to ich liczby t wynosilyby 0, jednak pierwsza lampa o$wietla druga,
zatem musieliby$my mie¢ a; = 1 oraz as = 2, a nie na odwrét. W przypadku réwnosci
liczb t (ktére wykrywamy na podstawie tego, ze opisany wczesniej iloczyn wektorowy
sie zeruje) musimy ten porzadek ustali¢ zgodnie ze zwrotem wektora [ X1, Y1]. Do tego
celu idealnie nadaje sie iloczyn skalarny (rys. 2).

[T — x4, y5 — 5]

(@i, yi)

Rys. 2:  Mamy t; = t;. lloczyn skalarny [X1,Y1] - [z; — x;,y; — v:] jest dodatni,
wiec ¢-ta lampa otrzyma mniejszy numer niz j-ta.

Podsumujmy: poréwnujac lampy i-ta oraz j-ta, nalezy sprawdzi¢, czy iloczyn
wektorowy [X1,Y1]x [z; —x;, y; —y;] jest dodatni, czy ujemny, i na tej podstawie (oraz
na podstawie znaku iloczynu [X7, Y7] X [X2, Y3]) ustali¢ porzadek miedzy liczbami ¢;
oraz t;. W przypadku, gdy t; = t;, czyli gdy dany iloczyn wektorowy wynosi 0, nalezy
porzadek miedzy tymi lampami ustali¢ zgodnie ze znakiem iloczynu skalarnego tych
dwéch wektoréw (jezeli iloczyn wektorowy dwdch niezerowych wektoréw jest rowny
0, to ich iloczyn skalarny nie moze wynosié 0).

Otrzymalismy zatem ostateczng wersje wstepnego przetwarzania wspotrzednych.
Lampy nalezy posortowa¢ za pomoca opisanej funkcji poréwnujacej, w ktoérej uzy-
wamy wektora [X7,Y1], przypisa¢ im ich pozycje w tym porzadku, a potem zrobié
to samo dla analogicznej funkcji poréwnujacej, w ktérej zamiast wektora [X7, Y]]
bedziemy uzywaé wektora [ X5, Ys]. Cala konstrukcja dziala w czasie O(nlogn).

Jakie sg zalety tego rozwiazania? Po pierwsze, operuje ono jedynie na liczbach
catkowitych. Po drugie, wynikowe nowe ,wspotrzedne” sa od razu przenumerowane,
tzn. sa to liczby caltkowite z przedziatu [1,n], co bedzie pomocne, gdy bedziemy nimi
potem indeksowaé¢ pewne struktury danych. Po trzecie, jest ono do$¢ tatwe w imple-
mentacji. Poza juz wymienionymi ma jeszcze jedna najistotniejsza zalete — zawiera
ono w sobie takze poprawna analize przypadku katow zerowych! Zdejmuje to z nas
obowiazek specjalnego traktowania tego, mogtoby si¢ wydawac, bardzo niewygodnego
przypadku. Sprawdzenie, ze takze i w takich przypadkach zaproponowany algorytm
ma zadane wtasnodci, jest tatwym ¢wiczeniem.
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Rozwigzanie wzorcowe

Odtad zakladamy, ze wszystkie pierwsze oraz wszystkie drugie wspétrzedne lamp sa
rézne i naleza do przedziatu [1, n].

Pokazemy najpierw, ze jezeli ustalimy konkretna chwile s, to jestesmy w stanie
w rozsadnej zlozonosci czasowej stwierdzié¢, ktére z lamp beda w tym momencie zapa-
lone. Bedziemy przetwarzaé¢ lampy w kolejnosci rosnacych pierwszych wspotrzednych.
Dzigki temu, jezeli ustalimy pewna lampe, to wszystkie lampy, ktére moga potencjal-
nie na nig $wiecic¢, beda przetworzone przed przetworzeniem jej samej. Lampa bedzie
Swieci¢ w momencie s, jezeli jej numer ¢ jest nie wickszy niz s lub jesli znajduje sie
ona w obszarze oSwietlanym przez co najmniej k; innych lamp (réwnowaznie: znajduje
sie w obszarze o$wietlanym przez co najmniej k; z lamp przetworzonych przed nia).
Aby efektywnie sprawdza¢ drugi z tych warunkéw, bedziemy utrzymywali drzewo
przedzialowe. W istocie, ze wszystkich przetworzonych do tej pory lamp interesuje
nas wylacznie liczba zapalonych lamp sposréd tych, ktére maja druga wspotrzedna
w przedziale [1,u; — 1], gdzie i jest numerem aktualnie rozpatrywanej lampy. Wy-
starczy wiec drzewo przedzialowe indeksowaé¢ drugimi wspoélrzednymi lamp i caly
algorytm dziala w czasie O(nlogn).

Jezeli rozpatrywalibySmy tatwiejsza wersje naszego zadania, mianowicie, wyzna-
czenie momentu zapalenia konkretnej lampy, a nie wyznaczenie tego dla wszystkich
lamp, to uzywajac opisanego przed chwila algorytmu oraz wyszukiwania binarnego,
rozwigzalibySmy ten problem efektywnie. Jednak nasz problem w istocie jest trudniej-
szy. Aby go rozwiazaé, sprawdzmy najpierw, ktore lampy beda zapalone w momencie
|5]. W ten sposéb lampy podzielag nam si¢ na dwa zbiory. Nazwijmy je: A — lampy,
ktére Swiecily w momencie |3 ], oraz B — wszystkie pozostate. Zauwazmy, ze dla
lamp ze zbioru A mozemy uzyskaé¢ odpowiedzi za pomoca wywotania rekurencyjnego
— lampy ze zbioru B nie wplywaja na momenty zapalenia sie¢ lamp ze zbioru A,
zatem rzeczywiscie mozemy tu po prostu ograniczyé przedzial poszukiwania z [1,n]
do [1,[%]] i zapomnie¢ o lampach ze zbioru B. Ze zbiorem B jest podobnie. Tutaj
przedzial poszukiwania zaweza sie do [L%J + 1,n], ale nie mozemy tak po prostu
zapomnie¢ o lampach ze zbioru A, poniewaz wpltywaja one na momenty zapalenia si¢
lamp z B. Przed wywotaniem rekurencyjnym dla lamp ze zbioru B i zapomnieniem
w tym wywolaniu o istnieniu lamp ze zbioru A musimy dla kazdej lampy ze zbioru B
stwierdzi¢, ile lamp ze zbioru A na nia $wieci, i odjac¢ te liczbe od zapotrzebowania
tej lampy na liczbe lamp, ktére musza na nia Swieci¢, aby ona rowniez sie zaswiecila.
Jednak te informacje juz mamy — wyznaczalidmy ja przeciez w sposob jawny w trakcie
stwierdzania, ktére lampy sg zapalone w momencie |5 ]! Ten pomyst wystarcza, aby
rozwiazaé nasze zadanie. Kolejne wywotania rekurencyjne beda przebiegaly na tej
samej zasadzie — dla ustalonego przedzialu odpowiedzi oraz zbioru lamp, ktoére w jego
trakcie zapala sie, po prostu sprawdzamy, ktore lampy zapala sie do polowy tego
przedziatu, a ktoére zapala sie pdzniej, aktualizujemy zapotrzebowanie lamp, ktére
zapala sie pozniej, i wywolujemy sie rekurencyjnie dla obu czesci. Rekurencje przery-
wamy oczywiscie wtedy, kiedy przedziatl odpowiedzi bedzie jednopunktowy. Opisane
rozwigzanie jest rozwigzaniem wzorcowym.

Zastanéwmy sie teraz nad ztozonoscia takiego rozwiazania. Na pierwszy rzut oka
nie wyglada to jak klasyczny algorytm ,dziel i zwyciezaj”, poniewaz lampy moga sie
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w kazdym momencie wywotania rekurencyjnego podzieli¢ bardzo nieréwno, a zazwy-
czaj wymagane jest, aby podzielity sie one po potowie! Zauwazmy jednak, ze to, co
dzieli si¢ na poél, to przedzial czasu — dzicki temu nasze drzewo rekurencji bedzie
mialo wysoko$¢ co najwyzej O(logn). Ponadto zauwazmy, ze na kazdym poziomie
rekurencji kazda lampa pojawia sie w co najwyzej jednym wywotaniu, a czas, ktérego
potrzebujemy na stwierdzenie dla danego zbioru lamp o rozmiarze r, ktére z nich
beda Swiecily w ustalonym momencie czasu, to O(rlogn) (musimy tylko pamietaé
inteligentnie zerowaé¢ drzewo przedzialowe wykorzystywane w kazdym wywolaniu).
Tak wiec skoro na danym poziomie rekurencji sumaryczna liczno$¢ zbioréw lamp nie
przekracza n, to na kazdym poziomie rekurencji wykonamy prace, ktora zajmie nam
co najwyzej O(nlogn) czasu. Jako ze pozioméw rekurencji jest co najwyzej O(logn),
to oznacza to, ze przedstawione rozwiazanie dziala w zlozonosci czasowej O(n log? n)
oraz pamieciowej O(n). Podobny algorytm (przypominajacy réwnoczesne wyszuki-
wanie binarne dla wielu elementéw naraz) wystapil w rozwiazaniu zadania Meteory
z XVIII Olimpiady Informatycznej [18].

Rozwiazanie wzorcowe jest zaimplementowane w plikach lam.cpp, lam2.pas
i lam3. cpp.

Rozwigzanie alternatywne

Rozwiazanie alternatywne opiera si¢ na dwuwymiarowym drzewie przedzialowym.
Jest trudniejsze implementacyjnie od rozwiazania wzorcowego, ale dla zawodnika
posiadajacego odpowiedni warsztat moze by¢ znaczaco prostsze koncepcyjnie.

Struktura danych, ktorej bedziemy uzywac, to statyczne drzewo przedziatowe, kto-
rego licie odpowiadaja kolejnym jednostkom czasu. Wezetl reprezentujacy przedziat
[l,7] zawiera zréwnowazone drzewo BST (w dostarczonej implementacji jest to tzw.
drzepiec, z ang. treap), w ktérym bedziemy przechowywaé drugie wspélrzedne lamp,
ktore zaswieca sie w chwili s € [, r].

Na poczatku wykonajmy przeksztalcenie wspdlrzednych do postaci (¢;,u;) oraz
posortujmy lampy wedtug pierwszej wspotrzednej. Bedziemy obliczaé¢ wyniki dla lamp
w tej wladnie kolejnosci. Dzieki temu, gdy przetwarzamy dana lampe, wszystkie lampy,
ktore ja oswietlaja, maja juz obliczone wyniki i znajduja sie w naszej strukturze
danych. Skoro w strukturze danych znajduja sie tylko lampy, ktére maja mniejsza
pierwsza wspoélrzedna niz aktualna lampa, to jest ona o$wietlana przez doktadnie te
lampy ze struktury, ktére maja mniejsza druga wspotrzedna. Zatem obliczenie wyniku
dla lampy ¢ sprowadza si¢ do zejécia w doét drzewa przedzialowego w poszukiwaniu
najwczesniejszej chwili s takiej, ze do niej wlacznie zaswiecilo sie przynajmniej k;
spoérod juz przetworzonych lamp, ktore maja druga wspoélrzedng mniejszg niz u;.
Minimum z tej liczby oraz ¢ to wynik dla i-tej lampy. Kiedy juz go obliczymy, mozemy
doda¢ te lampe do drzewa i przejs¢ do kolejnej.

Ztozonoéé czasowa tego rozwiazania to O(nlog®n), a pamieciowa O(nlogn). Ta-
kie rozwigzanie dostawalo okoto 90 punktéw. Implementacja znajduje sie w pliku
lams3.cpp.
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Rozwigzanie wolne

Rozwigzanie wolne to prosta symulacja dzialajaca w czasie O(n?), ktéra dla kaz-
dej kolejno zapalanej lampy przeglada wszystkie pozostalte, zeby stwierdzi¢, ktore
z nich sa przez niag oswietlane. Implementacja tego rozwiazania znajduje sie w plikach
lams1.cpp i lams2.pas. Na zawodach otrzymywata ok. 30 punktow.

Rozwigzania btedne

Zostaly przygotowane cztery btedne rozwiazania bedace niepoprawnymi wersjami
rozwigzania wzorcowego:

lambl.cpp — przy obliczaniu iloczynéw wektorow nie uzywa typéw catkowitych 64-
bitowych — dostaje 60 punktow;

lamb2.cpp — nie obstuguje przypadku kata rownego zero stopni — dostaje 80 punktow:;

lamb3.cpp — ignoruje lampy lezace na brzegu oSwietlanego obszaru — dostaje 30
punktéw;

lamb4.cpp — dziala tak, jakby lampa zaczynala oswietla¢ inne lampy dopiero po
podtaczeniu jej do pradu, nawet jesli zaswiecila si¢ wezesniej — dostaje 0 punktéw
(takie zadanie mozna by rozwiazaé¢ znaczaco prosciej).

Testy

Zestaw testow zawieral dziesie¢ grup, po dwa testy w kazdej grupie. W kazdej grupie
pierwszy test jest losowy, natomiast drugi zostal wygenerowany wedtug jednej z metod
opisanych ponizej:

1b, 6b, 8b, 10b — po przeksztatceniu wspoétrzednych pozycje lamp tworza regularng
kratke,

2b, 7b — lampy ustawione sa w linii, kazda oSwietla kazda nastepna, wszystkie zapa-
laja sie w tym samym momencie,

3b, 9b — kat ma zero stopni,

4b, 5b — lampy ustawione sa w dwoéch rzedach — kazda lampa z pierwszego oswietla
kazda lampe z drugiego.
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